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1. Sejam X4 e Xp o nimeros de jogos que o time ganha contra times da classe A e da
classe B respectivamente. Claramente X, e Xp sao variaveis aleatérias binomiais de
parametros

£(Xa)=26(0,4) =10,4 e Var(X,) = 26(0,4)(0,6) = 6,24
E(Xp)=18(0,7) =12,6 e Var(Xp)=18(0,7)(0,3) = 3,78.

a) Como estamos interessados na probabilidade de que X 4 + X seja maior ou igual
a 25, observe que esta soma tem distribuicao aproximadamente normal de média
23 e variancia 10,02. Se Y ~ N(23;10,02), aplicando o Teorema de DeMoivre-
Laplace podemos aproximar a probabilidade desejada como abaixo:

P(Xa+Xp>25) ~ PY >25)

Y —23 _ 25— 23
- P >
V10,02 ~ /10,02

~ P(Z >0,6318)

= 1-—P(Z <0,6318)

12

0,26435

b) Agora, queremos calcular a probabilidade de que X4 — Xp seja maior ou igual a
1. Observe entao que esta subtragao tem distribuicao aproximadamente normal
de média -2,2 e variancia 10,02. Se Y ~ N(—2,2;10,02), aplicamos novamente o
Teorema de DeMoivre-Laplace e aproximamos a probabilidade por

Y422 1+22

B ¢)<\/Tﬁ,‘6§ /’\/Tﬁjﬁi)
~ P(Z>1,0109)

= 1-P(Z<1,0109)

12

0, 15625

2. Considere a sequéncia X; de n v.a.’s independentes onde

X 1, se ocorrer sucesso,
7 ) 0, seocorrer fracasso,



Claramente X; ~ Ber(p) e se fizermos X = X; + --- + X,,, X representa o nimero de
sucessos em n lancamentos (que ja sabemos que representa uma binomial). Como

EX)=EX)+--+E(X,) =np

Var(X) = Var(X;) + - - - + Var(X,,) = np(1 — p)

concluimos que X ~ Bin(n, p).

3. A tabela abaixo apresenta as probabilidades P(X = i,Y = j) com as respectivas
marginais:

X/Y [ol1]2]3][rx=0
0 10 | 40 | 30 | 4 1
220 | 220 | 220 | 220 220
1 30 | 60 | 18 | 108
220 | 220 | 220 220
15 | 12 27
2 520 | 330 | Y 0 220
1 1
3 350 0 0 0 350
|6 |12 | a8 | 4
PY =) | 25 | 220 | 20 | 220 1

4. a) Q={(1,C),(2,C),(3,0),(4,C), (5,C),(6,C),(1,K), (2,K),(3,K),(4,K), (5 K), (6, K)}.
b) A tabela de distribui¢ao segue abaixo:

X/Y |1/2/3|4|5]|6|PX=1)
0 L L L) 1L 1
12 12 12 12 12 12 2
1 L L L) 1L 1
12 12 12 12 12 12 2
P54 lalalalala] 1

c) Paratodoi=0,1ej=1,2,3,4,56 temos que
P(X =4Y=j)=PX=0)PY =),

portanto X e Y sao independentes.

d)
PX20Y<4)=> Y PX=iY=j)=—.

1
i=0 j=1

5. a) As distribui¢oes marginais seguem na tabela abaixo:

Y/X [1]2] 3 |PY=y

0 0,1]0,01]0,1 0,3
1 0200103 0,5
2 0,0 0,1]0,1 0,2

PX =2)]03]02]05 1




c) Nao sado independentes. Basta observar que

0,0=P(X=2Y =1)£P(X =2)PY =1) = (0,2)(0,5) = 0, 1.

d)
B B _'P(X:LY:O)_O,l_l
PO =1y o) = o= pr o
PY=2X=3) 01 1
PV =2 =9=""5% 3 ~05 5

PX<2)=P(X=1)+P(X =2)=0,5.
PX=2Y<1)=P(X=2Y=0+PX=2Y=1)=0,1

a) As distribui¢oes marginais seguem na tabela abaixo:

Y/X |10 1]|PY=y)
1| 0n| s
0 s |0s| 3
L | a]0s] 3
P(X=x)|3|0]3 1
b)
1 1
X) = -1(= 1) =
eco) = ~1(5)+o+1(5) =0
1 1 1
V) = —-1(= =)=+
E(Y) (6)+0+ (2) 3



Var(X) = E(X2) - [E(X)] =

Var(Y) = E(Y?) - [E(Y)P =

¢) De maneira andloga ao item d) da Questao 5 encontramos

PX=-1Y=0)==, P(X=0Y=0)=0, P(X=1Y =0) =

Y

P(Y = -11X =1) =

(2N B Y
|~ N

1
, P(Y:0|X:1):§, PY=1X=1)=
d) Como X e Y sao independentes Cov(X,Y) =0e

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) =1 + g =3

a) Lembre-se que podemos escrever p(X,Y) =& [(X;(g)g()) <ij(;/))]

Como
X-E(X) Y-£0)\*
( o(X) (V) )20’
temos
X-£X) Y-£1)\
5( oX) oY) >

:g(Xgin_m(Y&afv _dX;meX—aXmY—amﬂ

Var(X)  Var(Y) 2Cov(X)Y)

T e ) ey Y
> 0.
Logo p(X,Y) < 1.
Substituindo “—” por “4” na expressao acima, encontramos a outra desigualdade.
b)
_ E(X Ha) (Y +b)] - E(X +a)l(Y +)
P+ a Y +b) = o(X +a)o(Y +b)
_ E(XY +aY +0X +ab) — [E(X) 4 a][E(Y) + b]
- o(X)o(Y)
E(XY) = E(X)E(Y)
B o(X)o(Y)



E(aXbY) — E(aX)
o(aX)o(bY)
abE(XY) — ab&(X)E(Y)
|alblo(X)o (V)
ab Cov(X,Y)
|ab| o(X)o(Y)
ab

= —pX,Y).

E(bY)

p(aX,bY) =

a) A distribuicdo de X + Y segue na tabela abaixo:

k 2 3 4 5) 6 | Total
PX+Y=k|01 02 03 04 00| 1,0

Desse modo,

E(X +Y) =2(0,1) 4 3(0,2) + 4(0,3) + 5(0,4) + 6(0,0) = 4.

Outra maneira de obter a resposta seria encontrar as distribuicoes marginais ob-
tendo £(X) =2 e £(Y) = 2, em seguida aplicar a lei da soma para esperancas.

b) A distribuicado de XY segue na tabela abaixo:

k 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 | Total
P(XY =Ek)|01 02 01 02 00 04 00 00 00| 1,0

Desse modo,
E(XY) = 1(0,1)+2(0, 2)+3(0, 1)+4(0, 2)+5(0,0)+6(0, 4)+7(0, 0)+8(0, 0)+9(0, 0) = 4.
c) Claramente, £(XY) = E(X)E(Y), mas
0=P(X =3Y =1)£P(X =3)P(Y =1) = (0,3)(0,2) = 0, 06.

d)
E(X +Y)*=2%0,1) + 3%(0,2) + 4%(0,3) + 5*(0,4) + 6°(0,0) = 17.
Portanto,
Var(X +Y) =17 - 4% = 1.

a) A tabela abaixo apresenta as probabilidades P(X =1,Y = j) com as respectivas

marginais:

X/Y |1/2]3|PX=1)

1 1 1

1 015! 3

1 1 1

2 1015 3

1 1 1

3 6160 3

PV =j)|s|sls] !




b) A distribuicdo de Z = X + Y segue na tabela abaixo

k 2
PIX+Y =k) |0

6 | Total
0 1

ol OO
ol i~

ol Ot

enquanto a distribuicao da variavel W = XY é dada pela tabela

k 1 2 3 4 6 9] Total
P(XY =k) ; + 0 ¢ 0] 1

PX<Y) = PX=1LY=2)+PX=1Y=3)+PX =2Y =3)
= 1/64+1/6+1/6
= 1/2.

1 11
EW) = 2X-43x=-+4+6%x=-=—.

e) Primeiramente calculamos

1 1 1 14
EX)=E(Y)=1"Xc+22x -+ 3 x5 =—
(X7) (Y?) X3 + 27 % 3 + 3% x 5= 3
e, consequentemente
14 2
Var(X) = Var(Y) = 3" 22 = 3

Cov(X,Y) = E(XY)—-E&EX)EY)
= E(W) = EX)EY)
= 11/3—-2x2
= —1/3
10. Da definicdo temos
Var(X +Y) = EX +Y)? - {£(X +Y)}?
= E(X?+2XY +Y?) —{E(X)+ &)}
= E(X?) +28(XY) +EY?) —{[EX)P+28(X)EN) + [E(Y))*}
= E(X?) — [EX)P +2{EXY) - EX)EY )} +E(Y?) — [EV))
= Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y).

Analogamente, encontramos Var(X —Y) = Var(X) — 2Cov(X,Y) + Var(Y).



11. Vamos supor que homens e mulheres entrem na drogaria de forma independente. Como
a soma de duas poissons é uma poisson com os parametros somados seja X; ~ Pois(5) e
X, ~ Pois(5) as varidveis que representam o nimeros de homens e mulheres que entram
na drogaria respectivamente. Desse modo, X; + X5 ~ Pois(10) como esperavamos. A
probabilidade desejada é

52 53
_ -5 -5 -5 -5
= e+ 5e +—2!e +—3!e
12.

PX —kX+Y =n) = PX=hXHTY=n)

P(X+Y =n)
 PX=kKY=n—k)
B P(X+Y =n)
PX =k)PY =n—k)
P(X+Y =n)
B e—/\1/\11€ e—)\z)\gfk e—()q-iv\z)()\l + )\2>n -1
kK (n—k) n!
- (0G) )
—\E) \ N+ N AL+ A
ou seja, ¢ a distribuicao de uma binomial de parametros n e /\1’11/\2.

13. a) Sabendo que X ~ N(100,100), segue que

90 —100 X —100 110 — 100
P90 < X < 110) = P( < < )

10 10 10
~ P(-1<Z<1)

= P(Z<1)-1

~ 2(0,84134) — 1

= 0,068268.

b) Como X ~ N(100,100/16), temos que

90— 100 _ X —100 _ 110 — 100
10/4 10/4 10/4

~ P(-4<Z<4)

P (90 < X <110) =

= 2P(Z <4)—1
~ 2(0,99997) — 1
= 0,99994.



¢) As densidades seguem na figura abaixo

Densidade das Normais
0.18 T

0.16| ——— N(100,100)
——— N(100,100/16)

0.14 - T

012 ,

0.08 ,

0.06 - ,

0.04 - b

0.02- ,

70 80 90 100 110 120 130

d) Partindo da equacdo fornecida e sabendo que X ~ N(100,100/n), segue que

P (90 < X < 110) = 0,95

PN (90—100<X—100<11()—100)2095
10/v/n— 10/v/n 10/v/n ’

— P(—vV/n<Z<+n)=0,9

e 2P(Z<+n)—1=0,95

— P(Z<+n)=0,975

= /n~19

— n~3 84

Como n deve ser inteiro concluimos que seu valor deve ser, pelo menos, 4.



14. a) N6s temos que X ~ N(u,10%), entao

P(X < 500) = 0,10

X —pu 500 —p
=0,1
— P( 10 < 10 ) 0,10

500 —
<= P(Z< 10 M)zO,lO

— P(Z> —50010_“> — 0,10

— 1—P<Z<M_1§OO):0,1O

— P<Z<M_5OO):O,90

10
1 — 500
= =1,28
10 ’
<~ pu=>5128.

b) O peso total dos pacotes é dado por
Si=X;+-+ Xy~ N(4x512,8; 4 x 10%).

Desse modo temos

20 20
~ P(Z < —2,506)

= P(Z > 2,56)

= 1-P(Z<2,56)

= 1-0,99477

Sy —2051,2 2000 — 2051, 2
P(S, < 2000) —P(4 = < )

= 0,00523.

15. O peso total dos passageiros é dado por
S7:X1+"'+X7NN(7X70, 7 % 100)

Desse modo temos

—4 —4
P(S: > 500) = P (57 90 500 90)

>
107 107
~ P(Z>0,38)

= 1-P(Z<0,38)
— 1-0,64803
= 0,35197.



16. Inicialmente temos X ~ A/(200, 100).
a) A probabilidade de um pacote pesar menos de 205 gramas é

205 — 200
v/100

Como sorteamos 25 pacotes aleatoriamente, o nimero esperado de pacotes com
peso menor que 205 gramas ¢ 0,69146 x 25 = 17, 2865.

b) Denotando So5 = X1+ -+ Xos5, sabemos que Sas ~ N (25 x 200, 25 x 100). Desse
modo

P(X < 205) =P (Z < ) = P(Z < 0,5) = 0,69146.

5125 — 25 x 200
V25 x 100

P(Sy5 < 5125) = P <Z < ) — P(Z < 2,5) = 0,99379.

17.  a) O valor esperado é dado por
= 200(0,45) = 90,

e o desvio padrao é dado por

o = 1/200(0, 45)(1 — 0, 45) = 7, 0356.

b) Como estamos interessados em aproximar a probabilidade pela normal, se repre-
sentarmos por X o numero de individuos a favor do candidato e Y uma v.a. com
distribuicao N (u, 02), basta aplicarmos o Teorema de DeMoivre-Laplace e

P(X >101) ~ P(Y > 100,5)

_ Y — 90 _ 100,590
N 7,0356 7,0356

~ P(Z > 1,49)

= 1—-P(Z < 1,49)
~ 1-0,93189
= 0,06811.
18. Se 0 maximo de um conjunto é menor que um valor entao, obviamente, todos os outros

elementos do conjunto também serao menores que este valor. Com base nessa idéia
note que para X, uma v.a. com mesma distribuicao dos X;’s temos

Fy(m) = PM < m)
= P(Max(Xy,...,X,) <m)
= P(Xi<m,..., X, <m)
= P(Xi<m) - P(X, <m)

= [Fx(m)]".

Para encontrar a densidade basta derivar a fungao distribuicao:



fu(m) = L Fy(m)

19. Se X ~U(0,0), temos

se m ¢ (0,0)
e
0, se m < 0,
m
Fx(m) = 5 se me (0,0),
1 se m >0
Portanto .
nm”~
, se me(0,0),
fulm)={ 60 00
0, se m ¢ (0,0)
e

0, se m <0,
mn
Fuy(m) = G S mE (0,0),



